
A B

C

M

C1

B1

A0B0
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X

L
K
H

b

c

ƒÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ b?c. Œ·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ K Ë L ÚÓ˜ÍË ÔÂÂÒÂ-
˜ÂÌËˇ ÔˇÏÓÈ AM Ò ÔˇÏ˚ÏË BB1 Ë CC1 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‡
ÚÓ˜ÍÛ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËˇ ‚˚ÒÓÚ ˜ÂÂÁ H. “Ó„‰‡ ‚ÂÌ˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ
‡‚ÂÌÒÚ‚‡:

\(AM, BB1) = \(BB1, b), \(AM, CC1) = \(CC1, c),

\(b, c) = \(b, AM)+\(AM, c) =
= 2\(BB1, AM)+2\(AM, CC1) = 2\(BB1, CC1) =
= 2\(B1H,HC1) = 2\(B1A, AC1) = 2\(BA, AC) = 90�.

–‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ B0XC0. B0C0=2BC, ÔË˜ÂÏ A—
ÒÂÂ‰ËÌ‡ B0C0, \B0XC0=90�. “Ó„‰‡ AX=AB0=AC0=BC.

10 ÍÎ‡ÒÒ

1. ŒÚ‚ÂÚ. ÕÂÚ, ÌÂ ÏÓ„ÎÓ.
–Â¯ÂÌËÂ. œÛÒÚ¸ x1, x2 — ÍÓÌË Û‡‚ÌÂÌËˇ x2 + bx+ c=0.

“Ó„‰‡ ÔÓ ÚÂÓÂÏÂ ¬ËÂÚ‡

x1 +x2 = �b, (1)

x1x2 = c. (2)

œÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë ‚ÂÌÓ, ÚÓ„‰‡

x1 +1+x2 +1 = �b+1
2

, (3)

(x1 +1)(x2 +1) = c+1
2

. (4)
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œÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ (1) ‚ (3) Ë Ì‡È‰ÂÏ b=5.
œÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ (1) Ë (2) ‚ (4) Ë Ì‡È‰ÂÏ c=9.
—Ú‡ÎÓ ·˚Ú¸, ËÒÍÓÏ˚È Í‚‡‰‡ÚÌ˚È ÚÂı˜ÎÂÌ, ÂÒÎË ÓÌ ÒÛ-

˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ, ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ x2 +5x+9. Œ‰Ì‡ÍÓ ÊÂ ‰ËÒÍËÏËÌ‡ÌÚ
Ú‡ÍÓ„Ó ÚÂı˜ÎÂÌ‡ ÓÚËˆ‡ÚÂÎÂÌ. «Ì‡˜ËÚ, ÓÔËÒ‡ÌÌ‡ˇ ‚ Á‡‰‡˜Â
ÒËÚÛ‡ˆËˇ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌ‡.

2. ŒÚ‚ÂÚ.  ‡ÒÌÓ„Ó.
–Â¯ÂÌËÂ. «‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÂÒÎË ˜ËÒÎÓ bn ÒËÌÂ„Ó ˆ‚ÂÚ‡, ÚÓ

˜ËÒÎÓ b ÚÓÊÂ ÒËÌÂ„Ó ˆ‚ÂÚ‡ (‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒˇ ÓÚ ÔÓÚË‚ÌÓ„Ó).
“‡Í Í‡Í 1024=210, ËÁ ˝ÚÓ„Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ˜ËÒÎÓ 2 ÒËÌÂÂ.

“‡ÍÊÂ Á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÂÒÎË ˜ËÒÎÓ a ÒËÌÂ„Ó ˆ‚ÂÚ‡, ÚÓ Î˛·ÓÂ
˜ËÒÎÓ n · a (n 2 N) ÚÓÊÂ ÒËÌÂ„Ó ˆ‚ÂÚ‡ (ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëˇ
Á‡‰‡˜Ë ÔË ÔÓÏÓ˘Ë ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ËÌ‰ÛÍˆËË).
«Ì‡˜ËÚ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ 2 ÒËÌÂÂ, ÚÓ ‚ÒÂ ˜ÂÚÌ˚Â ˜ËÒÎ‡ Ú‡ÍÊÂ ÒË-
ÌËÂ.

œÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ 2017 ÒËÌÂ„Ó ˆ‚ÂÚ‡. “Ó„‰‡ ‚ÒÂ ÌÂ˜ÂÚ-
Ì˚Â ˜ËÒÎ‡, Ì‡˜ËÌ‡ˇ Ò 2017, ÚÓÊÂ ·Û‰ÛÚ ÒËÌÂ„Ó ˆ‚ÂÚ‡. “‡-
ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ÒÂ ˜ËÒÎ‡, Ì‡˜ËÌ‡ˇ Ò 2017, ÒËÌËÂ. œÓ ÛÒÎÓ-
‚Ë˛, Ï˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ Ó·‡ ˆ‚ÂÚ‡. ›ÚÓ ÁÌ‡˜ËÚ, ˜ÚÓ Í‡ÍÓÂ-ÚÓ
ÌÂ˜ÂÚÌÓÂ ˜ËÒÎÓ k (k<2017) ÔÓÍ‡¯ÂÌÓ ‚ Í‡ÒÌ˚È ˆ‚ÂÚ. ÕÓ
ÚÓ„‰‡ Ë Î˛·‡ˇ ÒÚÂÔÂÌ¸ k ÚÓÊÂ Í‡ÒÌ‡ˇ. “‡Í Í‡Í k>2, ÚÓ ÒÛ-
˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÒÚÂÔÂÌ¸, ÍÓÚÓ‡ˇ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰ËÚ 2017. œÓÎÛ˜‡ÂÚÒˇ,
˜ÚÓ ÓÌ‡ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ÔÓÍ‡¯ÂÌ‡ Ë ‚ ÒËÌËÈ, Ë ‚ Í‡ÒÌ˚È
ˆ‚ÂÚ‡, ˜ÚÓ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ. œÓ˝ÚÓÏÛ 2017 ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ
Í‡ÒÌÓ„Ó ˆ‚ÂÚ‡.

 ‡ÒÌ˚Ï ÓÌÓ Í‡Í ‡Á ·Û‰ÂÚ, ÂÒÎË Ï˚ ÔÓÍ‡ÒËÏ ‚ÒÂ ˜ÂÚ-
Ì˚Â ˜ËÒÎ‡ ‚ ÒËÌËÈ ˆ‚ÂÚ, ‡ ÌÂ˜ÂÚÌ˚Â — ‚ Í‡ÒÌ˚È. ÀÂ„ÍÓ
Û·Â‰ËÚ¸Òˇ, ˜ÚÓ ‰‡ÌÌ‡ˇ ‡ÒÍ‡ÒÍ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓˇÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛
Á‡‰‡˜Ë.

3. ŒÚ‚ÂÚ. \B=45�.
œÂ‚ÓÂ Â¯ÂÌËÂ. Œ·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸, ÓÔËÒ‡Ì-

ÌÛ˛ ÓÍÓÎÓ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ABC, ˜ÂÂÁ 1 — ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸, ÓÔË-
Ò‡ÌÌÛ˛ ÓÍÓÎÓ ACO. œÛÒÚ¸ \ABC= . “Ó„‰‡ \AOC=2 , Í‡Í
ˆÂÌÚ‡Î¸Ì˚È ‰Îˇ Û„Î‡ ABC ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÍÛÊÌÓÒÚË .
\AEC=\AOC=2 , Í‡Í ÓÔË‡˛˘ËÂÒˇ Ì‡ ‰Û„Û AC ÓÍÛÊÌÓ-
ÒÚË 1. “‡Í Í‡Í Û„ÓÎ AEC ‚ÌÂ¯ÌËÈ ‰Îˇ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ CEB,
\ECB = 2 � = , ÁÌ‡˜ËÚ, ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ CEB— ‡‚ÌÓ·Â‰-
ÂÌÌ˚È. ¿Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ, \AFC= 2 , Û„ÓÎ AFC ‚ÌÂ¯ÌËÈ ‰Îˇ
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A

B

C

N

F

M

E
O

1

ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ AFB, ÁÌ‡˜ËÚ, \BAF = , ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ ABF
ÚÓÊÂ ‡‚ÌÓ·Â‰ÂÌÌ˚È.

œÓ ÙÓÏÛÎÂ ‰ÎËÌ˚ ÓÒÌÓ‚‡ÌËˇ ‡‚ÌÓ·Â‰ÂÌÌÓ„Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸-
ÌËÍ‡ AB=2 · BF · cos Ë BC=2 · BE · cos . œÂÂÏÌÓÊË‚ ˝ÚË
‡‚ÂÌÒÚ‚‡, ÔÓÎÛ˜ËÏ: AB·BC=4 ·BE ·BF ·cos2 .  ÓÏÂ ÚÓ„Ó,
ËÁ ÓÚÌÓ¯ÂÌËˇ ÔÎÓ˘‡‰ÂÈ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚ ABC Ë AEF, ‰‡ÌÌÓ-

„Ó ‚ ÛÒÎÓ‚ËË, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ:
SBAC
SBEF

=
AB ·BC
BE ·BF

= 2. ŒÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ,

˜ÚÓ 1=2 · cos2 . “‡Í Í‡Í 2 <180�, ËÏÂÂÏ cos >0, ÁÌ‡˜ËÚ,

cos =
1p
2
) =45�.

¬ÚÓÓÂ Â¯ÂÌËÂ. Œ·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸, ÓÔË-
Ò‡ÌÌÛ˛ ÓÍÓÎÓ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ABC, ˜ÂÂÁ 1 — ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸,

ÓÔËÒ‡ÌÌÛ˛ ÓÍÓÎÓ ACO. «‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ \ABC= 1
2
\AOC, Ú‡Í

Í‡Í Û„ÓÎ AOC— ˆÂÌÚ‡Î¸Ì˚È ‰Îˇ Û„Î‡ ABC ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ
ÓÍÛÊÌÓÒÚË . “‡ÍÊÂ Á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ \BEO=\OCA, Ú‡Í Í‡Í
Û„ÓÎ BEO ‰ÓÔÓÎÌˇÂÚ Û„ÓÎAEO ‰Ó 180�, ‡ Û„ÓÎAEO ÓÔË‡ÂÚ-
Òˇ Ì‡ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ‰Û„Û ‰Îˇ ‰Û„Ë ÓÍÛÊÌÓÒÚË 1, Ì‡ ÍÓ-

ÚÓÛ˛ ÓÔË‡ÂÚÒˇ Û„ÓÎ ACO. «‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ
1
2
\AOC+\ACO=

=90�, Ú‡Í Í‡Í ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ AOC ‡‚ÌÓ·Â‰ÂÌÌ˚È (AO=CO
Í‡Í ‡‰ËÛÒ˚ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ). «Ì‡˜ËÚ, \ABC+\BEO= 90�,
Ú. Â. ÔˇÏ‡ˇ EO— ‚˚ÒÓÚ‡ ‚ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÂ BEC (ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛ-
ÎˇÌ‡ˇ ÒÚÓÓÌÂ BC). ¿Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ, FO— ‚˚ÒÓÚ‡ ‚ ÚÂÛ„ÓÎ¸-
ÌËÍÂ AFB. “‡Í Í‡Í O— ˆÂÌÚ ÓÔËÒ‡ÌÌÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ÚÂ-
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Û„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ABC, ÚÓ ‚˚ÒÓÚ˚ EO Ë FO ‰ÂÎˇÚ ÒÚÓÓÌ˚ AB Ë CB
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÓÔÓÎ‡Ï. œÛÒÚ¸M ËN— ÒÂÂ‰ËÌ˚ AB Ë BC,
ÚÓ„‰‡ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ BMN ÔÓ‰Ó·ÂÌ BFE, ÔË˜ÂÏ ÍÓ˝ÙÙËˆË-
ÂÌÚ ÔÓ‰Ó·Ëˇ ‡‚ÂÌ

p
2 (Ú‡Í Í‡Í ÓÚÂÁÓÍ EF ‰ÂÎËÚ ÔÎÓ˘‡‰¸

ABC ÔÓÔÓÎ‡Ï, Ú. Â. ÔÎÓ˘‡‰¸ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ BFE ‡‚ÌÓ ÔÓÎÓ-
‚ËÌÂ ÔÎÓ˘‡‰Ë ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ABC; ‡ ÔÎÓ˘‡‰¸ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡
BMN ‡‚Ì‡ ˜ÂÚ‚ÂÚË ÔÎÓ˘‡‰Ë ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ABC, Ú‡Í Í‡Í
M Ë N— ÒÂÂ‰ËÌ˚ ÒÚÓÓÌ AB Ë CB ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ). œÓ˝ÚÓ-
ÏÛ, ÂÒÎË ‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸, ÔÓÒÚÓÂÌÌÛ˛ Ì‡ EF Í‡Í
Ì‡ ‰Ë‡ÏÂÚÂ (‡‰ËÛÒ‡ r), ÚÓ MN=

p
2 · r Ë Û„ÓÎ ABC ‡‚ÂÌ

ÔÓÎÛ‡ÁÌÓÒÚË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ‰Û„ ˝ÚÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË, Ú. Â.

\ABC= 1
2
· (180��90�)=45�.

4. ŒÚ‚ÂÚ. ƒ‡, ÏÓ„ÛÚ.
–Â¯ÂÌËÂ. ¡Û‰ÂÏ Â¯‡Ú¸ Ó·‡ÚÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û: ÔÓÒÏÓÚËÏ,

Í‡Í ÏÓÊÌÓ ‡ÁÂÁ‡Ú¸ ÍÛ· Ì‡ ‰‚Â ˜‡ÒÚË, ˜ÚÓ·˚ ËÁ ÌËı ÏÓÊÌÓ
·˚ÎÓ ÒÎÓÊËÚ¸ ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍ ÚÓÎ¸ÍÓ Ò ÚÂÛ„ÓÎ¸Ì˚ÏË Ë ¯Â-
ÒÚËÛ„ÓÎ¸Ì˚ÏË „‡ÌˇÏË. –‡ÒÒÏÓÚËÏ ÍÛ· ABCDA1B1C1D1.
Œ·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÒÂÂ‰ËÌ˚ Â„Ó ÒÚÓÓÌ AB, BC, CC1, C1D1, A1D1,
AA1 ˜ÂÂÁ K, L, M, N, P Ë Q ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. »Á‚ÂÒÚÌ˚È
Ù‡ÍÚ: ˝ÚË ¯ÂÒÚ¸ ÚÓ˜ÂÍ ÎÂÊ‡Ú ‚ Ó‰ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ë Ó·‡ÁÛ-
˛Ú Ô‡‚ËÎ¸Ì˚È ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸ÌËÍ (Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ «„Î‡‚ÌÓÂ
ÒÂ˜ÂÌËÂ ÍÛ·‡»). –‡ÁÂÊÂÏ ÍÛ· ÔÓ ˝ÚÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (ÒÏ. ËÒ.
ÒÎÂ‚‡) Ë ÒÍÎÂËÏ ‰‚Â ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ˜‡ÒÚË (ÓÌË ‡‚Ì˚ ÏÂÊ‰Û
ÒÓ·ÓÈ, Ú‡Í Í‡Í ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓ-ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚) ÔÓ ÔˇÚËÛ„ÓÎ¸ÌË-
Í‡Ï ADCLK Ë C1B1A1PN. œÓÎÛ˜ÂÌÌ˚È ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍ (ÒÏ.
ËÒ. ÒÔ‡‚‡) ËÏÂÂÚ ˜ÂÚ˚Â ÚÂÛ„ÓÎ¸Ì˚ı Ë ˜ÂÚ˚Â ¯ÂÒÚË-
Û„ÓÎ¸Ì˚ı „‡ÌË, ÚÓ ÂÒÚ¸ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÚÂÏ ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍÓÏ,
ÔÓ ÍÓÚÓ˚È „Ó‚ÓËÎ ¬‡Òˇ.

A

B
C

D

L

K

Q

P

N

M

A1

B1
C1

D1

26



5. ŒÚ‚ÂÚ. œË ‚ÒÂı Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚ı n, ÌÂ Í‡ÚÌ˚ı ÚÂÏ.
–Â¯ÂÌËÂ. «‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ n, Í‡ÚÌÓÂ ÚÂÏ, Ì‡Ï ÌÂ ÔÓ‰ÓÈ‰ÂÚ,

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔË k= n+ 1 Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ, ˜ÚÓ ˜ËÒÎÓ Ò ÒÛÏÏÓÈ
ˆËÙ, ÌÂ Í‡ÚÌÓÈ 3, ·Û‰ÂÚ ‰ÂÎËÚ¸Òˇ Ì‡ 3. œÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ‚ÒÂ
ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â ˜ËÒÎ‡ Ì‡Ï ÔÓ‰ÓÈ‰ÛÚ.

–‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ n ÌÂ Í‡ÚÌÓ ‰‚ÛÏ, ÚÂÏ Ë ÔˇÚË.
“‡Í Í‡Í n ‚Á‡ËÏÌÓ ÔÓÒÚÓ Ò 9, ÚÓ Ì‡È‰ÂÚÒˇ m6n Ú‡ÍÓÂ, ˜ÚÓ
9m⌘�k (mod n). “Ó„‰‡ 10 · m+1 · (k�m) ...n.

—Û˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ d, ˜ÚÓ 10d ⌘ 1 (mod n). ƒÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸-
ÌÓ, ÒÂ‰Ë ÓÒÚ‡ÚÍÓ‚ ˜ËÒÂÎ 10, 102, 103, ..., 10n ÔÓ ÏÓ‰ÛÎ˛ n
‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ ‰‚‡ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı (ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÒÂ„Ó n�1 ÌÂÌÛ-
ÎÂ‚ÓÈ ÓÒÚ‡ÚÓÍ). œÛÒÚ¸ ˝ÚÓ ÓÒÚ‡ÚÍË ÒÚÂÔÂÌÂÈ 10a Ë 10b (a<b),
ÚÓ„‰‡ 10a�b⌘1 (mod n), Ú‡Í Í‡Í 10 Ë n ‚Á‡ËÏÌÓ ÔÓÒÚ˚. (œÓ
ÚÂÓÂÏÂ ›ÈÎÂ‡ 10 (n)⌘1 (mod n), Ú. Â. ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â d ÏÓÊÂÚ
·˚Ú¸ ‚˚·‡ÌÓ ˜ËÒÎÓ (n) ‚ÒÂı ˜ËÒÂÎ ÓÚ 1 ‰Ó n, ‚Á‡ÏÌÓ ÔÓ-
ÒÚ˚ı Ò n.)

«Ì‡˜ËÚ,

N = ((10d+1 +102d+1 + ...+10md+1)+

+ (10d+ ...+10(k�m)d))
... n,

ÔË ˝ÚÓÏ ÌÂÒÎÓÊÌÓ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ÒÛÏÏ‡ ˆËÙ ˜ËÒÎ‡ N ‡‚-
Ì‡ k.

ŒÒÚ‡ÎÓÒ¸ ‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ n=n0 ·2i ·5j, „‰Â n0

ÌÂ Í‡ÚÌÓ ‰‚ÛÏ, ÚÂÏ Ë ÔˇÚË. ¬ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ï˚ ÛÊÂ ÛÏÂ-
ÂÏ ÒÚÓËÚ¸ ˜ËÒÎÓ N0 Ò ÒÛÏÏÓÈ ˆËÙ k, Í‡ÚÌÓÂ n0. “Ó„‰‡
N=N0 · 10i+j ÔÓ-ÔÂÊÌÂÏÛ ·Û‰ÂÚ ËÏÂÚ¸ ÒÛÏÏÛ ˆËÙ k, ÌÓ
ÚÂÔÂ¸ ÛÊÂ ·Û‰ÂÚ Í‡ÚÌÓ n.

6. ŒÚ‚ÂÚ. 312 =531 441.
–Â¯ÂÌËÂ. ¡Û‰ÂÏ Â¯‡Ú¸ Á‡‰‡˜Û ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡

˜ËÒÎÓ ·‡Ì‰ ‡‚ÌÓ N ÔË N> 2. ƒÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸-
ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ „‡Ì„ÒÚÂÓ‚ ‡‚ÌÓ 3n, ÂÒÎË N= 3n; 4 · 3n�1, ÂÒÎË
N = 3n + 1; 2 · 3n, ÂÒÎË N = 3n + 2. ƒÎˇ Û‰Ó·ÒÚ‚‡ Ó·ÓÁÌ‡-
˜ËÏ ˝ÚË ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ˜ÂÂÁ g(N), ÔË˜ÂÏ ·Û‰ÂÏ Ú‡ÍÊÂ Ò˜ËÚ‡Ú¸
g(0)=g(1)=1. —‡ÁÛ Á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ g(m)g(k�m)6g(k) ‰Îˇ
Î˛·˚ı k,m (‰Îˇ ÍÓÚÓ˚ı ˝ÚË ‚˚‡ÊÂÌËˇ ËÏÂ˛Ú ÒÏ˚ÒÎ) —
˝ÚÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÔË„Ó‰ËÚÒˇ ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ.

œËÏÂ ÒÚÓËÚÒˇ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: ‡ÁÓ·¸ÂÏ ‚ÒÂ ·‡Ì-
‰˚ Ì‡ „ÛÔÔ˚ ÔÓ ÚË Ë, ‚ÓÁÏÓÊÌÓ, Ó‰ÌÛ „ÛÔÔÛ ËÁ ‰‚Ûı ËÎË
˜ÂÚ˚Âı ·‡Ì‰ Ë Ó·˙ˇ‚ËÏ ‚‡Ê‰Û˛˘ËÏË ·‡Ì‰˚, ÔÓÔ‡‚¯ËÂ
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‚ Ó‰ÌÛ „ÛÔÔÛ. “Ó„‰‡ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó „‡Ì„ÒÚÂ-
Ó‚ — ˝ÚÓ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÒÔÓÒÓ·Ó‚ ‚˚·‡Ú¸ ÔÓ Ó‰ÌÓÈ ·‡Ì‰Â ËÁ
Í‡Ê‰ÓÈ „ÛÔÔ˚, Ú. Â. 3N/3, 4 · 3(N�4)/3 ËÎË 2 · 3(N�2)/3 ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

ƒÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ·ÓÎ¸¯Â ˜ÂÏ g(N) „‡Ì„ÒÚÂÓ‚ ·˚Ú¸ ÌÂ ÏÓ-
ÊÂÚ. Œ·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ f(N) Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÂ ˜ËÒÎÓ
„‡Ì„ÒÚÂÓ‚ ÔË N>2, ‰Îˇ N=0, 1 ÔÓÎÓÊËÏ f(0)= f(1)=1.
Õ‡Ï ÌÛÊÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ f(N)6 g(N). ¡Û‰ÂÏ ‰ÓÍ‡Á˚‚‡Ú¸
˝ÚÓ ÔÓ ËÌ‰ÛÍˆËË. ¡‡Á‡ N=2 Ó˜Â‚Ë‰Ì‡.

œÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‰Îˇ ‚ÒÂı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ N<k, ÛÊÂ ‰ÓÍ‡Á‡-
ÌÓ, ˜ÚÓ f(N)6 g(N). ƒÓÍ‡ÊÂÏ ‰Îˇ N= k. –‡ÒÒÏÓÚËÏ „‡Ù
‚‡Ê‰˚ ·‡Ì‰. ≈ÒÎË ÓÌ ÌÂÒ‚ˇÁÂÌ, ÚÓ Â„Ó ‚Â¯ËÌ˚ ÏÓÊÌÓ
‡Á·ËÚ¸ Ì‡ ‰‚‡ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‡ÁÏÂ‡ m Ë k�m, ÌÂ ÒÓÂ‰Ë-
ÌÂÌÌ˚ı ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ Â·‡ÏË. ≈ÒÎË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ
·‡Ì‰˚ ËÁ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, ÚÓ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ËÁ ‡ÒÒÏ‡Ú-
Ë‚‡ÂÏ˚ı f(k) „‡Ì„ÒÚÂÓ‚ ÏÓ„ÛÚ ÒÓÒÚÓˇÚ¸ ‚ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı Ì‡-
·Ó‡ı ·‡Ì‰, ÔË ˝ÚÓÏ ÔÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌË˛ ËÌ‰ÛÍˆËË ÏÓÊÂÚ
ÔÓÎÛ˜ËÚ¸Òˇ ÌÂ ·ÓÎÂÂ f(m) ‡ÁÎË˜Ì˚ı Ì‡·ÓÓ‚. ¿Ì‡ÎÓ„Ë˜-
ÌÓ, ‰Îˇ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÏÓÊÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸Òˇ ÌÂ ·ÓÎÂÂ
f(k�m) ‡ÁÎË˜Ì˚ı Ì‡·ÓÓ‚. œË ˝ÚÓÏ ÂÒÎË ‰Îˇ ‰‚Ûı „‡Ì„-
ÒÚÂÓ‚ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ë Ì‡·Ó ·‡Ì‰ ËÁ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡,
‚ ÍÓÚÓ˚ı ÓÌË ÒÓÒÚÓˇÚ, Ë Ì‡·Ó ·‡Ì‰ ËÁ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚‡, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ÓÌË ÒÓÒÚÓˇÚ, ÚÓ ‰Îˇ ÌËı ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú ‚ÒÂ
·‡Ì‰˚, ‡ ˝ÚÓ Á‡ÔÂ˘ÂÌÓ ÛÒÎÓ‚ËÂÏ. «Ì‡˜ËÚ, ‚ÒÂ„Ó „‡Ì„ÒÚÂÓ‚
ÌÂ ·ÓÎÂÂ f(m)f(k�m). “Ó„‰‡ ËÏÂÂÏ:

f(k) 6 f(m)f(k�m) 6 g(m)g(k�m) 6 g(k).
“ÂÔÂ¸ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÛ˜‡È Ò‚ˇÁÌÓ„Ó „‡Ù‡. œÛÒÚ¸ ‚ Ì‡-

¯ÂÏ „‡ÙÂ ÂÒÚ¸ ‚Â¯ËÌ‡ V ÒÚÂÔÂÌË ÌÂ ÏÂÌ¸¯Â ˜ÂÏ 3. ŒÒÚ‡-
‚ËÏ ÚÓÎ¸ÍÓ „‡Ì„ÒÚÂÓ‚, ÒÓÒÚÓˇ˘Ëı ‚ ·‡Ì‰Â V , Ë ‡ÒÔÛÒÚËÏ
·‡Ì‰Û V Ë ‚ÒÂ ‚‡Ê‰Û˛˘ËÂ Ò ÌÂÈ ·‡Ì‰˚. «‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÛÒÎÓ-
‚ËÂ Á‡‰‡˜Ë ÓÒÚ‡ÎÓÒ¸ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÌ˚Ï, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÌË Ó‰ËÌ ËÁ
„‡Ì„ÒÚÂÓ‚, ÒÓÒÚÓˇ‚¯Ëı ‚ V , ÌÂ ÒÓÒÚÓˇÎ ‚ ·‡Ì‰‡ı, ‚‡Ê‰Û-
˛˘Ëı c V , ‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ÔÓ-ÔÂÊÌÂÏÛ Î˛·˚Â ‰‚‡ „‡Ì„ÒÚÂ‡ ÒÓ-
ÒÚÓˇÚ ‚ ‡ÁÌÓÏ Ì‡·ÓÂ ·‡Ì‰. œÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ·˚ÎÓ ‡ÒÔÛ˘ÂÌÓ ÌÂ
ÏÂÌÂÂ ˜ÂÚ˚Âı ·‡Ì‰, ˝ÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ˜ËÒÎÓ „‡Ì„ÒÚÂÓ‚, ÒÓ-
ÒÚÓˇ‚¯Ëı ‚ ·‡Ì‰Â V , ·˚ÎÓ ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ f(k�4). — ‰Û„ÓÈ
ÒÚÓÓÌ˚, ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó „‡Ì„ÒÚÂÓ‚, ÌÂ ÒÓÒÚÓˇ˘Ëı ‚ ·‡Ì‰Â V ,
·Û‰ÂÚ ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â ˜ÂÏ f(k�1), ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÏÓÊÌÓ Û·‡Ú¸ ·‡Ì-
‰Û V Ë ÓÒÚ‡‚ËÚ¸ „‡Ì„ÒÚÂÓ‚, ÌÂ ÒÓÒÚÓˇ‚¯Ëı ‚ ÌÂÈ, Ë ÛÒÎÓ‚ËÂ
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Á‡‰‡˜Ë ÔÓ-ÔÂÊÌÂÏÛ ·Û‰ÂÚ ‚˚ÔÓÎÌˇÚ¸Òˇ. “‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

f(k) 6 f(k�1)+ f(k�4) 6 g(k�1)+ g(k�4) 6 g(k).
ŒÒÚ‡ÎÒˇ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ „‡Ù ‚‡Ê‰˚ ·‡Ì‰ — Ò‚ˇÁÌ˚È „‡Ù,

‚ ÍÓÚÓÓÏ ‚ÒÂ ‚Â¯ËÌ˚ ËÏÂ˛Ú ÒÚÂÔÂÌ¸ ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â 2. “Ó„‰‡
˝ÚÓÚ „‡Ù — ˆÂÔÓ˜Í‡ ËÁ k ‚Â¯ËÌ ËÎË ˆËÍÎ Ì‡ k ‚Â¯ËÌ‡ı.
≈ÒÎË k64, ÚÓ Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ f(k)6g(k). »Ì‡˜Â ‚ÓÁ¸ÏÂÏ ÚË
ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ‚Â¯ËÌ˚, ÌÂ ˇ‚Îˇ˛˘ËÂÒˇ Í‡ÈÌËÏË ‚
ˆÂÔÓ˜ÍÂ. Œ˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÏËÌËÏÛÏ ‚ Ó‰ÌÛ ËÁ ˝ÚËı ·‡Ì‰ ‚ıÓ-
‰ËÚ Í‡Ê‰˚È „‡Ì„ÒÚÂ, ÔË ˝ÚÓÏ ‚ Í‡Ê‰Û˛ ËÁ ˝ÚËı ÚÂı ·‡Ì‰
‚ıÓ‰ËÚ ÌÂ ·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ f(k� 3) „‡Ì„ÒÚÂ‡, Ú‡Í Í‡Í ÂÒÎË „‡Ì„-
ÒÚÂ ‚ıÓ‰ËÚ ‚ ·‡Ì‰Û, ÚÓ ÓÌ ÌÂ ‚ıÓ‰ËÚ ‚ ‰‚Â ‚‡Ê‰Û˛˘ËÂ
Ò ÌÂÈ, ‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı k� 3 ·‡Ì‰ Ë „‡Ì„ÒÚÂÓ‚,
‚ıÓ‰ˇ˘Ëı ‚ ‚˚·‡ÌÌÛ˛ ·‡Ì‰Û, ÛÒÎÓ‚ËÂ Á‡‰‡˜Ë ÔÓ‰ÓÎÊËÚ
‚˚ÔÓÎÌˇÚ¸Òˇ. »ÏÂÂÏ:

f(k) 6 3f(k�3) 6 3g(k�3) 6 g(k).
“‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, f(k)6g(k) Ë ÓˆÂÌÍ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡. “Ó„‰‡, ÂÒ-

ÎË ·‡Ì‰ 36, ÚÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó „‡Ì„ÒÚÂÓ‚ ‡‚ÌÓ
312 =531441.

 ÓÏÏÂÌÚ‡ËÈ. «‡‰‡˜‡ ‚ Ó·˘ÂÏ ‚Ë‰Â ·˚Î‡ Â¯ÂÌ‡ ‚ ‡·ÓÚÂ
ƒÊ. ”. ÃÛÌ‡ Ë À. ÃÓÁÂ‡ ‚ 1965 „Ó‰Û (Moon J. W., Moser L. On
cliques in graphs // Israel J. Math. — 1965. — V. 3. — P. 23–28.).

11 ÍÎ‡ÒÒ, ÔÂ‚˚È ‰ÂÌ¸

1. ŒÚ‚ÂÚ. 1520.
–Â¯ÂÌËÂ. «‡ÏÂÚËÏ Ò‡ÁÛ, ˜ÚÓ Ë ‰Ó, Ë ÔÓÒÎÂ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍË

ˆËÙ ˜ËÒÎÓ ‰ÂÎËÚÒˇ Ì‡ 10 Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ ‰ÓÎÊÌÓ ÓÍ‡Ì˜Ë‚‡Ú¸Òˇ
Ì‡ 0. œÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ÌÂÚ ÚÂıÁÌ‡˜Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, Ó·Î‡‰‡˛˘Ëı
ÓÔËÒ‡ÌÌ˚Ï ‚ ÛÒÎÓ‚ËË Á‡‰‡˜Ë Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ. ƒÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÂÒ-
ÎË ab0=100a+10b=80k Ë ba0=100b+10a=80l, a< b, ÚÓ
ˆËÙ˚ a Ë b ˜ÂÚÌ˚, ÔË˜ÂÏ ba0�ab0=90(b�a)=80(l�k),
ÔÓ˝ÚÓÏÛ b�a ‰ÂÎËÚÒˇ Ì‡ 8. ›ÚÓ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË b=8,
a=0, ÌÓ 0 ÌÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‚ÓÈ ˆËÙÓÈ ˜ËÒÎ‡.

œÓÔÓ·ÛÂÏ Ì‡ÈÚË ÚÂ·ÛÂÏÓÂ ˜ËÒÎÓ ÒÂ‰Ë ˜ÂÚ˚ÂıÁÌ‡˜-
Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, Ì‡˜ËÌ‡˛˘ËıÒˇ Ò 1, Ú.Â. ˜ËÒÂÎ ‚Ë‰‡ 1ab0=1000+
+ 100a+ 10b. ≈ÒÎË ÔÓÏÂÌˇÚ¸ ÏÂÒÚ‡ÏË ˆËÙ˚ 1 Ë b, ÚÓ ÓÌÓ
ÌÂ ·Û‰ÂÚ ‰ÂÎËÚ¸Òˇ Ì‡ 80. ≈ÒÎË ÔÂÂÒÚ‡‚ËÚ¸ ˆËÙ˚ a Ë b,
a< b, ÚÓ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌË˛ ‰Îˇ ÚÂıÁÌ‡˜Ì˚ı ˜ËÒÂÎ
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