
6 класс

Задача 1. Паук сплёл паутину, и во все её 12 узелков
попалось по мухе или комару. При этом каждое насекомое
оказалось соединено отрезком паутины ровно с двумя ко-
марами. Нарисуйте пример, как это могло быть (написав
внутри узелков буквы М и К).

[3 балла] (А. В. Шаповалов)
Ответ. На рисунке показаны два варианта расположе-

ния мух и комаров.
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Комментарий. Перебором можно убедиться, что возможны
только приведённые примеры (с точностью до поворотов паути-
ны). Интересно, что можно, не опираясь на рисунок, показать,
что комаров всегда 8. В самом деле, насекомых 12, у каждого по
два соседа-комара, то есть комаров 24. Но каждого комара мы
посчитали трижды, так как он для трёх насекомых является
соседом. Значит, комаров на самом деле 24 :3=8. А мух тогда 4.
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Задача 2. Незнайка выписал семь двузначных чисел в
порядке возрастания. Затем одинаковые цифры заменил
одинаковыми буквами, а разные—разными. Получилось
вот что:

ХА, АЙ, АХ, ОЙ, ЭМ, ЭЙ, МУ

Докажите, что Незнайка что-то перепутал. [4 балла]
(Е. В. Бакаев)

Решение. Если посмотреть на пятое и шестое числа,
видно, что М<Й, а если на второе и третье—что Й<Х.
Значит, М<Х. Но самое маленькое число начинается с Х,
самое большое— с М, так что М>Х. Значит, у Незнайки
какая-то ошибка.

Задача 3. Автобусная остановка B расположена на пря-
молинейном шоссе между остановками A и C. Через неко-
торое время после выезда из A автобус оказался в такой
точке шоссе, что расстояние от неё до одной из трёх оста-
новок равно сумме расстояний до двух других. Ещё через
такое же время автобус снова оказался в точке с таким
свойством, а ещё через 25 минут доехал до B. Сколько
времени требуется автобусу на весь путь от A до C, если
его скорость постоянна, а на остановке B он стоит 5 минут?

[6 баллов] (А. В. Хачатурян)
Ответ. 3 часа.
Решение. В оба момента времени, о которых идёт речь в

задаче, суммой будет, очевидно, расстояние от автобуса до
самой дальней от него остановки. Это не может быть B, так
как она ближе, чем C. Значит, это были C (до того момента,
как автобус проехал полпути от A до C) и A (после этого
момента).

A X B C

В первом случае автобус находился в точке X и рас-
стояние от него до C равнялось сумме расстояний до A и
до B. Но оно же равно сумме расстояния до B и расстояния
BC. Значит, автобус проехал в точности расстояние BC. На
рисунке мы отметили дугами равные расстояния.
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Ко второму моменту автобус проехал ещё одно рассто-
яние BC и оказался в точке Y. Сумма расстояний от него
до B и до C равна BC и ещё YB, посчитанному дважды.
По условию это и есть расстояние до A, то есть YB вдвое
короче BC.

A YX B C

А раз YB автобус проехал за 25 минут, то BC он проедет
за 50 минут, а весь путь за 3 · 50+ 25+ 5= 180 минут, то
есть за три часа.

Задача 4. Учительница написала на доске двузначное
число и спросила Диму по очереди, делится ли оно на 2?
на 3? на 4? … на 9? На все восемь вопросов Дима ответил
верно, причём ответов «да» и «нет» было поровну.

а) Можете ли вы теперь ответить верно хотя бы на один
из вопросов учительницы, не зная самого числа? [3 балла]

б) А хотя бы на два вопроса? [5 баллов]
(М. А. Евдокимов)

Ответ. а) Да, на первый. б) Нет, не зная числа, этого
гарантированно сделать нельзя.

Решение. а) Покажем, что написанное число чётно. Ес-
ли бы оно было нечётным, то на вопросы о делимости на
2, 4, 6 и 8 Дима ответил «нет», а тогда, стало быть, на
вопросы о делимости на 3, 5, 7 и 9 он ответил «да». Но если
число делится на 5, 7 и 9, то оно делится на 5 · 7 · 9= 315 и
не может быть двузначным. Значит, на первый вопрос учи-
тельницы можно с уверенностью ответить утвердительно.

б) Рассмотрим три числа—18, 40 и 56—и запишем в
табличку ответы Димы (плюс означает «да», а минус—
«нет»).

На 2 На 3 На 4 На 5 На 6 На 7 На 8 На 9

18 + + − − + − − +

40 + − + + − − + −
56 + − + − − + + −
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Мы видим, что на все вопросы, кроме первого, ответы
бывают разными, так что более ни на один вопрос гаранти-
рованно дать верный ответ мы, не зная числа, не сможем.

Комментарий. Покажем, как можно подобрать числа, при-
ведённые в таблице. Пусть число делится на 8. Это значит, что
оно делится также на 2 и на 4. Делиться на 3 оно не может,
потому что тогда оно бы делилось ещё и на 6, а ответов «да»
Дима дал ровно четыре. Значит, оно не делится на 3, не делится,
стало быть, и на 9, а делится на 5 или на 7 (ровно на одно из
них). То есть это 40 (или 80) либо 56.

Все три найденных числа делятся на 8 (и на 4) и не делятся
на 9. Может быть, так будет всегда? Попробуем построить число,
не делящееся на 8 и делящееся на 9. Оно тогда будет делиться
на 3, кроме того, оно чётно, а поэтому разделится ещё и на 6.
Вот уже четыре ответа «да», и мы получаем 18 (или 54).

Можно показать, что учительница могла написать одно из
следующих восьми чисел: 12, 18, 30, 40, 42, 54, 56, 80.

Задача 5. Шесть математиков пошли на рыбалку. Вме-
сте они наловили 100 рыб, причём все поймали разное
количество. После рыбалки они заметили, что любой из
них мог бы раздать всех своих рыб другим рыбакам так,
чтобы у остальных пятерых стало поровну рыб. Докажи-
те, что один рыбак может уйти домой со своим уловом и
при этом снова каждый оставшийся сможет раздать всех
своих рыб другим рыбакам так, чтобы у них получилось
поровну. [7 баллов] (А. В.Шаповалов)

Решение. После того как один рыбак раздаст своих рыб,
у остальных должно стать по 100 : 5=20 рыб. Значит, каж-
дый поймал не более 20 рыб. Пусть у рыбака Ивана ровно
20 рыб. Когда другой математик раздаёт своих рыб, Иван
не получает ничего, но у всех становится поровну. Поэтому
если Иван уйдёт, остальные могут раздавать по-прежнему,
и у всех снова будет по 20. Осталось показать, что среди
рыбаков действительно найдётся такой, который поймал
ровно 20 рыб. В самом деле, если такого нет, то у рыбаков
в сумме не более чем 19+18+17+16+15+14=99<100
рыб—противоречие.
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Задача 6. Разрежьте квадрат 9× 9 клеток по линиям
сетки на три фигуры равной площади так, чтобы периметр
одной из частей оказался равным сумме периметров двух
других. [8 баллов] (М. А. Евдокимов)

Ответ. Примеры приведены на рисунках. Возможны и
другие решения.

Комментарий. Покажем, как можно придумать нужное раз-
резание. Понятно, что в каждой фигуре должно быть 9 · 9 :3=27
клеток.

Рассмотрим такое разрезание на три части A, B и C (см.
рис.), когда часть C как бы разделяет части A и B.

A BC

Мы бы хотели, чтобы периметр средней части равнялся пе-
риметру двух крайних. Как этого добиться? У каждой части
есть «внешний периметр»— та часть периметра, которая явля-
ется границей квадрата,—и «внутренний». Заметим, что сумма
внутренних периметров частей A и B всегда равна внутреннему
периметру C. Значит, нам достаточно добиться того же и для
внешних периметров. Общий периметр квадрата 36, значит, на
часть C должно приходиться 18. Так и сделано в первых двух
решениях—мы выделили два «уголка» периметром 9 в проти-
воположных частях квадрата и нарисовали части A и B нужной
площади, для красоты сделав их симметричными относительно
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вертикальной оси (в первом примере) и относительно центра
квадрата (во втором). При этом условие на сумму периметров
можно даже не проверять— оно выполнилось «автоматически».

Последний пример придуман из других соображений. Пло-
щадь и периметр фигуры связаны друг с другом, и в обычной
ситуации можно сказать, что у маленькой по площади фигу-
ры периметр мал, а у большой—велик. Но связь эта далеко
не прямая, и при одной и той же площади периметр фигуры
может быть разным—всё зависит от её формы. Можно дока-
зать, что из всех фигур данной площади наименьший периметр
имеет круг (и наоборот, при данном периметре круг даёт самую
большую площадь). Поэтому части A и B должны быть ком-
пактными, «похожими на круг», а часть C, напротив, должна
быть максимально непохожа на круг, и её логично сделать в
виде длинной «колбаски» шириной в клетку. В нашем втором
примере мы сначала нарисовали фигуру C (для красоты сде-
лав её симметричной относительно вертикальной оси), а потом
оставшееся поле поделили пополам. При этом сумма перимет-
ров слегка не сошлась, и пришлось от одной фигуры отделить
клетку и приставить её в другом месте.

Задача о том, что максимальная площадь при данном пери-
метре достигается на круге, имеет любопытную историю. В кон-
це IV века до нашей эры Элисса, или Дидона, сестра Пигмалио-
на, царя финикийского города Тира, после смерти своего мужа
была вынуждена бежать сначала на Кипр, а потом на побережье
современной Ливии. Согласно легенде, она попросила у мест-
ных вождей немного земли для основания поселения для себя и
своих людей. Те отказали чужестранке. Тогда Дидона пошла на
хитрость— она попросила дать ей столько земли, сколько поме-
стится в шкуру быка. Получив согласие, она велела разрезать
шкуру на тончайшие ремешки и связать их в длинную ленту.
Этой лентой она окружила 22 стадии земли—целую гору на
побережье. Так был основан город Карфаген, и Дидона стала
его первой правительницей. А задача окружения максимальной
площади линией данной длины получила название «задача Ди-
доны» и стала первой задачей в большом разделе современной
математики, который называется вариационным исчислением.
О задаче Дидоны и других задачах такого рода можно прочесть
в интересной книге В.М. Тихомирова «Рассказы о максимумах
и минимумах» (М.: МЦНМО, 2017).
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