
11 êëàññ, âòîðîé äåíü

1. Íåêîòîðûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà a, b, c óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó a+b+c = 2
√
abc. Äîêàæèòå,

÷òî bc > b+ c. (Ä.Â. Ãîðÿøèí)
Ðåøåíèå. Ñïîñîá 1. Ïåðåíåñ¼ì âñå ñëàãàåìûå â ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà è âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò:
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√
a−
√
bc)2 > b+ c.

Ñïîñîá 2. ×èñëà a, b è c íåîòðèöàòåëüíû, ïîýòîìó èñõîäíîå ðàâåíñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
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a + b + c = 0. Ïî óñëîâèþ ýòî óðàâíåíèå

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, à çíà÷èò, D/4 = bc− b− c > 0.
Ñïîñîá 3. Åñëè a = 0, òî b = c = 0, è íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî. Ïóñòü a > 0. Â ñèëó íåðàâåíñòâà î

ñðåäíèõ èìååì a + b + c > 2
√

a(b+ c). Òîãäà ïî óñëîâèþ 2
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abc > 2
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a(b+ c), îòêóäà, ðàçäåëèâ íà
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a è âîçâåäÿ â êâàäðàò, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.
Ñïîñîá 4. Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ èìååì a+ bc > 2

√
abc = a+ b+ c, îòêóäà bc > b+ c.



2. Âîëåéáîëüíûé ÷åìïèîíàò ñ ó÷àñòèåì 16 êîìàíä ïðîõîäèë â îäèí êðóã (êàæäàÿ êîìàíäà èãðàëà
ñ êàæäîé ðîâíî îäèí ðàç, íè÷üèõ â âîëåéáîëå íå áûâàåò). Îêàçàëîñü, ÷òî êàêèå-òî äâå êîìàíäû
îäåðæàëè îäèíàêîâîå ÷èñëî ïîáåä. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òðè êîìàíäû, êîòîðûå âûèãðàëè äðóã
ó äðóãà ïî êðóãó (òî åñòü A âûèãðàëà ó B, B âûèãðàëà ó C, à C âûèãðàëà ó A). (Ôîëüêëîð)
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì êîìàíäû A è B, îäåðæàâøèå îäèíàêîâîå ÷èñëî ïîáåä, è ïóñòü â ìàò÷å ìåæäó
íèìè ïîáåäèëà êîìàíäà A. Ïîêàæåì, ÷òî îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ êîìàíäà C, êîòîðàÿ âûèãðàëà ó
êîìàíäû A, íî ïðîèãðàëà êîìàíäå B. Ðàññìîòðèì âñå êîìàíäû, ó êîòîðûõ âûèãðàëà êîìàíäà B.
Ñðåäè íèõ íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíà êîìàíäà, êîòîðàÿ âûèãðàëà ó êîìàíäû A, òàê êàê â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ñ ó÷¼òîì âûèãðûøà ó êîìàíäû B êîìàíäà A íàáðàëà áû áîëüøå î÷êîâ, ÷åì êîìàíäà B.
Òàêèì îáðàçîì, òðîéêà êîìàíä A, B, C óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.



3. Â âûïóêëîì 12-óãîëüíèêå âñå óãëû ðàâíû. Èçâåñòíî, ÷òî äë�èíû êàêèõ-òî äåñÿòè åãî ñòîðîí ðàâíû
1, à äëèíà åù¼ îäíîé ðàâíà 2. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíà ïëîùàäü ýòîãî 12-óãîëüíèêà? (Ì.À.Åâäîêèìîâ)
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì 12-óãîëüíèê A1A2 . . . A12, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ çàäà÷è. Ó íåãî äåñÿòü
ñòîðîí äëèíû 1 è îäíà ñòîðîíà äëèíû 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x äëèíó îñòàâøåéñÿ ñòîðîíû. Ðàññìîòðèì
âåêòîðû A1A2, A2A3, . . . , A12A1, à òàêæå êîëëèíåàðíûå èì åäèíè÷íûå âåêòîðû ~e1, ~e2, . . . , ~e12. Òîãäà
äëÿ íåêîòîðûõ i è j èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ~e1 + . . . + 2~ei + . . . + x~ej + . . . + ~e12 = ~0. Ïîìèìî òîãî,
~e1 + ~e7 = ~e2 + ~e8 = . . . = ~e6 + ~e12 = ~0, ïîýòîìó ~e1 + ~e2 + . . .+ ~e12 = ~0. Âû÷èòàÿ âòîðîå èç ïîëó÷åííûõ
ðàâåíñòâ èç ïåðâîãî, ïîëó÷àåì ~ei + (x − 1)~ej = ~0. Ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, åñëè ~ei = −~ej è
x = 2. Çíà÷èò â èñõîäíîì 12-óãîëüíèêå åñòü ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí äëèíû 2.

Â ñèëó ðàâåíñòâà âñåõ óãëîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí ýòîò 12-óãîëüíèê èìååò îñü ñèììåò-
ðèè (ñì. ðèñóíîê). ×òîáû íàéòè ïëîùàäü, ðàçîáü¼ì åãî íà 4 òðàïåöèè è ïðÿìîóãîëüíèê. Íàõîäèì
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4. Â ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ïðîâåäåíà äèàãîíàëü. Ïî êîíòóðó êàæäîãî èç ïîëó÷èâøèõñÿ äâóõ
òðåóãîëüíèêîâ ïîëç¼ò ñâîé æóê. Ñêîðîñòè äâèæåíèÿ æóêîâ ïîñòîÿííû è îäèíàêîâû. Æóêè íå ìå-
íÿþò íàïðàâëåíèÿ îáõîäà ñâîèõ êîíòóðîâ, è ïî äèàãîíàëè òðàïåöèè îíè ïîëçóò â ðàçíûõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèÿõ æóêîâ îíè êîãäà-íèáóäü âñòðåòÿòñÿ.
(Ï.À.Áîðîäèí)
Ðåøåíèå. Ïóñòü â ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AB > CD ïðîâåäåíà äèàãîíàëü
AC, òàê ÷òî ïåðâûé æóê ïîëçàåò ïî öèêëó A→ C → D → A, âòîðîé � ïî öèêëó A→ B → C → A.
Ðàññìîòðèì ìîìåíòû âðåìåíè, â êîòîðûå ïåðâûé æóê îêàçûâàåòñÿ â òî÷êå A. Çà âðåìÿ îáõîäà ïåð-
âûì æóêîì ïîëíîãî öèêëà èç A ñíîâà â A âòîðîé æóê ñäâèãàåòñÿ ïî ñâîåìó öèêëó íà AB − CD â
îäíó è òó æå ñòîðîíó. Ïîñêîëüêó

AB − CD < BC + AC − CD = AD + AC − CD < AC + CD + AC − CD = 2AC,

ïðè òàêèõ ñäâèãàõ â îäèí èç ðàññìàòðèâàåìûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè âòîðîé æóê îêàæåòñÿ íà ðàññòî-
ÿíèè ìåíüøå 2AC äî òî÷êè A ïî õîäó ñâîåãî äâèæåíèÿ, à çíà÷èò, âñòðåòèòñÿ ñ ïåðâûì æóêîì íà
äèàãîíàëè AC.



5. Òàíÿ ïîñëåäîâàòåëüíî âûïèñûâàëà ÷èñëà âèäà n7 − 1 äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n = 2, 3, . . . è
çàìåòèëà, ÷òî ïðè n = 8 ïîëó÷åííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 337. À ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n > 1 îíà
ïîëó÷èò ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 2022? (Ò.À. Ãàðìàíîâà)
Ðåøåíèå. Ïóñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîâî, ÷òî n7 − 1 äåëèòñÿ íà 2022 = 2 · 3 · 337. Òîãäà n7 − 1
äåëèòñÿ íà 2 è íà 3, ïîýòîìó n � íå÷¼òíîå ÷èñëî, èìåþùåå îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3. Ïîìèìî òîãî,
n7− 1 äåëèòñÿ íà 337. Çàìåòèì, ÷òî åñëè äâà ÷èñëà ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ 337 (ò. å. äàþò îäèíàêîâûå
îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 337), òî ñåäüìûå ñòåïåíè ýòèõ ÷èñåë òàêæå ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ 337. Ýòî
îçíà÷àåò, äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìîãî ÷èñëà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü âñå öåëûå ÷èñëà n èç ïðîìåæóòêà
[0; 336], óäîâëåòâîðÿþùèå ñðàâíåíèþ n7 ≡ 1 (mod 337).

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî âñÿêîå ñðàâíåíèå âèäà Pk(n) ≡ 0 (mod 337) èìååò íå áîëåå k ðåøåíèé
íà îòðåçêå [0; 336], ãäå Pk(n) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîêàçàòåëüñòâî
ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî k. Ïðè k = 1 ïîëó÷àåì ñðàâíåíèå âèäà an+ b ≡ 0 (mod 337), êîòîðîå èìååò
íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ, òàê êàê ëþáîå öåëîå n ∈ (0; 336] âçàèìíî ïðîñòî ñ 337. Ïóñòü óòâåðæäåíèå
âåðíî äëÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 6 k−1. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí Pk(n). Åñëè îí íå èìååò êîðíåé,
òî óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî. Åñëè æå ó íåãî åñòü êîðåíü, òî ìíîãî÷ëåí ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
Pk(n) = (n − a)Qk−1(n), à ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ìíîãî÷ëåí Qk−1(n) èìååò íå áîëåå k − 1
êîðíåé. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Íàéä¼ì òåïåðü âñå ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ n7 ≡ 1 (mod 337) íà îòðåçêå [0; 336]. Íàì èçâåñòíû äâà
ðåøåíèÿ: n1 = 1, n2 = 8. Çàìåòèì, ÷òî åñëè n � ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ n7 ≡ 1 (mod 337), òî äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî s ÷èñëà ns òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèÿìè äàííîãî
ñðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà

82 = 64 ≡ 64 (mod 337),

83 = 512 ≡ 175 (mod 337),

84 ≡ 8 · 175 ≡ 52 (mod 337),

85 ≡ 8 · 52 ≡ 79 (mod 337),

86 ≡ 8 · 79 ≡ 295 (mod 337).

Èòàê, ìû íàøëè ñåìü ðåøåíèé íà îòðåçêå [0; 336]: n1 = 1, n2 = 8, n3 = 52, n4 = 64, n5 = 79,
n6 = 175, n7 = 295. Ïî äîêàçàííîìó âûøå äðóãèõ ðåøåíèé íà ýòîì îòðåçêå íåò. Èç íèõ íå÷¼òíûìè
è èìåþùèìè îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3 ÿâëÿþòñÿ n1 = 1, n5 = 79, n6 = 175 è n7 = 295. Èç íèõ
íàèìåíüøåå, áîëüøåå 1, åñòü n5 = 79.

Îòâåò: 79.


